
入 学 試 験 問 題 前
数 学

東 北 大 学 2024 年 度 理 系

入試数学アーカイブ 全 6 問

注 意 事 項

１ 試験開始の合図があるまで，この問題冊子を開いてはいけません。

２ この問題冊子は全部で 8 ページあり，問題は全部で 6 問あります。落丁，乱丁

または印刷不鮮明の箇所があったら，監督者に知らせなさい。

３ 解答には，必ず黒色鉛筆（または黒色シャープペンシル）を使用しなさい。

４ 解答は，問題ごとに解答用紙の指定された箇所へ記入しなさい。

５ 解答用紙の指定欄に，受験番号，科類，氏名を記入しなさい。指定欄以外に，

これらを記入してはいけません。

６ 解答用紙の解答欄に，関係のない文字，記号，符号などを記入してはいけませ

ん。

７ この問題冊子の余白は，計算用に使用してもよいが，どのページも切り離して

はいけません。

８ 試験終了後，問題冊子は持ち帰りなさい。
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第 1 問

a を正の実数とし，f(x) = x2 − 2ax + 4a2 とする。O を原点とする xy 平面上の放物線

C : y = f(x)の頂点をAとする。直線OAとC の交点のうちAと異なるものを P (p, f(p))と
し，Oから C へ引いた接線の接点をQ(q, f(q))とする。ただし，q > 0とする。

(1) p, qの値を aを用いて表せ。また，p > qであることを示せ。

(2) 放物線 C の q 5 x 5 pの部分，線分 OP，および線分 OQで囲まれた図形の面積を S と

おく。S を aを用いて表せ。

(3) (2)の S に対し，S = 2
3 となるときの aの値を求めよ。
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第 2 問

以下の問いに答えよ。

(1) tを t > 1を満たす実数とする。正の実数 xが 2つの条件
(a) x >

1√
t − 1

(b) x = 2 logt x

をともに満たすとする。このとき，不等式
x + 1 > 2 logt(x + 1)

を示せ。

(2) n 5 2 log2 nを満たす正の整数 nをすべて求めよ。
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第 3 問

nを 2以上の整数とする。それぞれA，A，Bと書かれた 3枚のカードから無作為に 1枚抜き出
し，カードをもとに戻す試行を考える。この試行を n回繰り返し，抜き出したカードの文字を

順に左から右に並べ，n文字の文字列を作る。作った文字列内に AAAの並びがある場合は不
可とする。また，作った文字列内に BBの並びがある場合も不可とする。これらの場合以外は
可とする。たとえば n = 6のとき，文字列AAAABAやABBBAAやABBABBや BBBAAA
などは不可で，文字列 BABAABや BABABAなどは可である。作った文字列が可でかつ右端
の 2文字が AAである確率を pn，作った文字列が可でかつ右端の 2文字が BAである確率を
qn，作った文字列が可でかつ右端の文字が Bである確率を rnとそれぞれおく。

(1) p2, q2, r2をそれぞれ求めよ。また，pn+1, qn+1, rn+1を pn, qn, rnを用いてそれぞれ表せ。

(2) pn + 2qn + 2rnを nを用いて表せ。

(3) pn + iqn − (1 + i)rnを nを用いて表せ。ただし，iは虚数単位である。

(4) pn = rnを満たすための，nの必要十分条件を求めよ。
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第 4 問

xyz 空間において，点 P1(3, −1, 1)を中心とし半径が
√

5の球面 S1と，点 P2(5, 0, −1)を中
心とし半径が

√
2の球面 S2を考える。

(1) 線分 P1P2の長さを求めよ。

(2) S1と S2が交わりをもつことを示せ。この交わりは円となる。この円を C とし，その中心

を P3とする。C の半径および中心 P3の座標を求めよ。

(3) (2)の円 C に対し，C を含む平面をH とする。xy平面とH の両方に平行で，大きさが 1
のベクトルをすべて求めよ。

(4) 点Qが (2)の円 C 上を動くとき，Qと xy平面の距離 dの最大値を求めよ。また，dの最

大値を与える点Qの座標を求めよ。

Evolton evolton.jp

https://evolton.jp/problems/tohoku/


— 6 — ◇ M4(245—65)

第 5 問

x = 2を満たす実数 xに対し，

f(x) = log(2x − 3)
x

とおく。必要ならば， lim
t→∞

log t

t
= 0であること，および，自然対数の底 eが 2 < e < 3を満た

すことを証明なしで用いてもよい。

(1) f ′(x) = g(x)
x2(2x − 3) とおくとき，関数 g(x) (x = 2)を求めよ。

(2) (1)で求めた関数 g(x)に対し，g(α) = 0を満たす 2以上の実数 αがただ 1つ存在すること
を示せ。

(3) 関数 f(x) (x = 2)の増減と極限 lim
x→∞

f(x)を調べ，y = f(x) (x = 2)のグラフの概形を xy

平面上に描け。ただし，(2)の αを用いてよい。グラフの凹凸は調べなくてよい。

(4) 2 5 m < nを満たす整数m, nの組 (m, n)に対して，等式
(2m − 3)n = (2n − 3)m

が成り立つとする。このような組 (m, n)をすべて求めよ。
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第 6 問

xyz空間内の xy平面上にある円 C : x2 + y2 = 1および円板D : x2 + y2 5 1を考える。Dを

底面とし点 P (0, 0, 1)を頂点とする円錐をKとする。A(0, −1, 0)，B(0, 1, 0)とする。xyz空

間内の平面H : z = xを考える。すなわち，H は xz平面上の直線 z = xと線分 ABをともに

含む平面である。K の側面とH の交わりとしてできる曲線をEとする。−π

2 5 θ 5
π

2 を満た
す実数 θに対し，円 C 上の点Q(cos θ, sin θ, 0)をとり，線分 PQと E の共有点をRとする。

(1) 線分 PRの長さを r(θ)とおく。r(θ)を θを用いて表せ。

(2) 円錐 K の側面のうち，曲線 E の点 Aから点 Rまでを結ぶ線分，線分 PA，および線分

PRにより囲まれた部分の面積を S(θ)とおく。θと実数 hが条件 0 5 θ < θ + h 5
π

2 を
満たすとき，次の不等式が成り立つことを示せ。

h{r(θ)}2

2
√

2
5 S(θ + h) − S(θ) 5 h{r(θ + h)}2

2
√

2
(3) 円錐K の側面のうち，円 C の x = 0の部分と曲線Eにより囲まれた部分の面積を T とお

く。T を求めよ。必要であれば tan θ

2 = uとおく置換積分を用いてもよい。
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計 算 用 紙

（切り離さないで用いよ。）
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